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Aufgabe 5: Laplace-Operator (4 Punkte)

—

Beweisen Sie fiir den Laplace-Operator A = g—;—i-;—;—l—aa—;, dass fiir skalare Felder f (¥), ¢ (%)
1 2 3

und Vektorfelder V (%) die folgenden Gleichungen gelten:

V- (£@) V(@) — g (1) V(@) = £(2) Ag (7) — 9.(H) A (7).

V x (VXV@)) :6(6-V(f)) AV (D).

Aufgabe 6: Komplexe Zahlen (1+46+4-+2+8+2 Punkte)

a) Berechnen Sie die Betrige |1 + ¢| und H} :

.13, .
b) Geben Sie die komplexen Zahlen ﬁ, 2— und —12%3? je in Normaldarstellung, Polar-
darstellung und Exponentialdarstellung an.
¢) Zeigen Sie, dass fiir z; = |z1| (cos ¢y +ising;), 2o = |22] (cos s + isin¢y) die folgenden

Relationen gelten:

2122 = | 21|22 (cos (@1 + 2) + isin (¢1 + @2))

2 2 .
2= 21l (cos (1 — p2) +isin (o1 — p2)) .
z9 ‘22‘
Hinweis: Sie konnen die Relationen sin(—z) = — sin(z), cos(—z) = cos(x),

sin(z +y) = sinx cosy + cosx siny, cos(x +y) = cosx cosy —sinx siny oder die

Exponentialdarstellung benutzen.

d) Beweisen Sie, dass fiir z = |z| (cos ¢ + isin¢) gilt
2" = |2|" (cos (ng) + isin (ny)) Vn € N.

Hinweis: Wenn ein Beweis verlangt wird, dass eine bestimmte Gleichung f(n) =
g(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N gilt, konnen Sie diesen Beweis oft wie folgt
konstruieren. Beweisen Sie einzeln die Aussagen:

(A1) Es gilt f(1) = g(1). (Induktionsanfang)
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(A2) Falls f(k) = g(k) gilt folgt daraus f(k+ 1) = g(k + 1). (Induktionsschritt)
Wenn Al und A2 bewiesen sind folgt daraus f(n) = g(n) fiir alle n € N. Man

spricht dann von einem Induktionsbeweis.

e) Geben Sie fiir jede der beiden Gleichungen

alle komplexen Losungen in Normaldarstellung, Polardarstellung und Exponentialdarstellung
an. Zeichnen Sie eine Skizze, in der Sie diese Losungen als Punkte in der komplexen Ebene
markieren.

f) Geben Sie die Linearfaktorzerlegung des Polynoms
plx)=2—2*+r—-1,2€C
an. Wie lauten die komplexen Nullstellen von p(z)?

Aufgabe 7: Gruppen und Korper (3+3-+3 Punkte)

Begriinden Sie alle Antworten auf die folgenden Fragen mit Hilfe der definierenden Eigen-
schaften von Gruppen und Koérpern.

a) Untersuchen Sie fiir jede der folgenden Mengen, ob es sich um eine Gruppe beziiglich der
iiblichen Addition handelt*: N, {2z|z € Z}, {1,—1}.

b) Untersuchen Sie fiir jede der folgenden Mengen, ob es sich um eine Gruppe beziiglich der
tiblichen Multiplikation handelt: {1,—1}, {1,0,—-1},Q.

¢) Auf der Menge F' = {0, 1} seien zwei Verkniipfungen @ und - durch folgende Relationen
definiert:

0p0=1®1=0,
0pl=100=1,
0:0=0-1=1-0=0,
1-1=1.

(Beachten Sie den Unterschied zwischen der Verkniipfung, die wir hier @ nennen, und der
herkémmlichen Addition.) Ist F beziiglich dieser Verkniipfungen ein Korper? Uberpriifen
Sie die Eigenschaften.

!Die Menge {2z|z € Z} ist die Menge der geraden Zahlen inklusive der Null.
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