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Aufgabe 5: Lapla
e-Operator (4 Punkte)

Beweisen Sie für den Lapla
e-Operator∆ = ∂2

∂x2

1

+ ∂2

∂x2

2

+ ∂2

∂x2

3

, dass für skalare Felder f (~x) , g (~x)

und Vektorfelder

~V (~x) die folgenden Glei
hungen gelten:

~∇ ·
(

f (~x) ~∇g (~x)− g (~x) ~∇f (~x)
)

= f (~x)∆g (~x)− g (~x)∆f (~x) ,

~∇×
(

~∇× ~V (~x)
)

= ~∇
(

~∇ · ~V (~x)
)

−∆~V (~x) .

Aufgabe 6: Komplexe Zahlen (1+6+4+2+8+2 Punkte)

a) Bere
hnen Sie die Beträge |1 + i| und
∣

∣

1

i

∣

∣ .

b) Geben Sie die komplexen Zahlen

1−i

1+i
,

1

2
−

3

2
i

1−i
und −1+3i

2+i
je in Normaldarstellung, Polar-

darstellung und Exponentialdarstellung an.


) Zeigen Sie, dass für z1 = |z1| (cosϕ1 + i sinϕ1) , z2 = |z2| (cosϕ2 + i sinϕ2) die folgenden

Relationen gelten:

z1z2 = |z1||z2| (cos (ϕ1 + ϕ2) + i sin (ϕ1 + ϕ2)) ,

z1

z2
=

|z1|

|z2|
(cos (ϕ1 − ϕ2) + i sin (ϕ1 − ϕ2)) .

Hinweis: Sie können die Relationen sin(−x) = − sin(x), cos(−x) = cos(x),

sin(x+ y) = sin x cos y+cosx sin y, cos(x+ y) = cosx cos y− sin x sin y oder die

Exponentialdarstellung benutzen.

d) Beweisen Sie, dass für z = |z| (cosϕ+ i sinϕ) gilt

zn = |z|n (cos (nϕ) + i sin (nϕ)) ∀n ∈ N.

Hinweis: Wenn ein Beweis verlangt wird, dass eine bestimmte Glei
hung f(n) =

g(n) für alle natürli
hen Zahlen n ∈ N gilt, können Sie diesen Beweis oft wie folgt

konstruieren. Beweisen Sie einzeln die Aussagen:

(A1) Es gilt f(1) = g(1). (Induktionsanfang)
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(A2) Falls f(k) = g(k) gilt folgt daraus f(k + 1) = g(k + 1). (Induktionss
hritt)

Wenn A1 und A2 bewiesen sind folgt daraus f(n) = g(n) für alle n ∈ N. Man

spri
ht dann von einem Induktionsbeweis.

e) Geben Sie für jede der beiden Glei
hungen

x3 = 1,

x4 = 7

alle komplexen Lösungen in Normaldarstellung, Polardarstellung und Exponentialdarstellung

an. Zei
hnen Sie eine Skizze, in der Sie diese Lösungen als Punkte in der komplexen Ebene

markieren.

f) Geben Sie die Linearfaktorzerlegung des Polynoms

p(x) = x3 − x2 + x− 1, x ∈ C

an. Wie lauten die komplexen Nullstellen von p(x)?

Aufgabe 7: Gruppen und Körper (3+3+3 Punkte)

Begründen Sie alle Antworten auf die folgenden Fragen mit Hilfe der de�nierenden Eigen-

s
haften von Gruppen und Körpern.

a) Untersu
hen Sie für jede der folgenden Mengen, ob es si
h um eine Gruppe bezügli
h der

übli
hen Addition handelt

1

: N, {2x|x ∈ Z}, {1,−1}.

b) Untersu
hen Sie für jede der folgenden Mengen, ob es si
h um eine Gruppe bezügli
h der

übli
hen Multiplikation handelt: {1,−1}, {1, 0,−1},Q.


) Auf der Menge F = {0, 1} seien zwei Verknüpfungen � und · dur
h folgende Relationen

de�niert:

0 � 0 = 1 � 1 = 0,

0 � 1 = 1 � 0 = 1,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0,

1 · 1 = 1.

(Bea
hten Sie den Unters
hied zwis
hen der Verknüpfung, die wir hier � nennen, und der

herkömmli
hen Addition.) Ist F bezügli
h dieser Verknüpfungen ein Körper? Überprüfen

Sie die Eigens
haften.
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Die Menge {2x|x ∈ Z} ist die Menge der geraden Zahlen inklusive der Null.
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